
 1 

 y  

x  O  

S  
1P  

2P  

3P  

4P  

5P  

6P  

7P  
8P  

 

図１．面積を求めよ 
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１１１１．．．．多角形多角形多角形多角形のののの面積面積面積面積    

 こんな問題はどうだろうか．任意の多角形がある．「任意の」とは頂点の数が

３つ以上ならいくつあってもかまわず，形も凸多角形だけでなく凹多角形を含

むことを意味する．この多角形の頂点の数と各頂点の xy座標とが分っていると

する． 

  ),(,),,(),,( 222111 nnn yxPyxPyxP L   

 このとき，多角形の面積を求めてみよう．方法は，どんな方法でもいい．た

だし簡単に速く正確に求め，できれば「任意の」多角形に通用するアルゴリズ

ムを完成させてほしい．たとえば，図 1 に示した頂点の数が 8 個の凹多角形で

はどうなるだろうか． 

 もっとも初歩的な求め方はこうなるだろう．小学５年生の算数の教科書には

「四角形，五角形，六角形などの面積は，それをいくつかの三角形に分けて求

めることができる」とある．そこで

図１の八角形を６個の三角形に分け

る(図２)．そして，分けた三角形の

面積を，｢底辺×高さ÷２｣の公式で

求め，各々の面積を合計する．三角

形の高さを示す線分は２つの三角定

規でうまく引けるし， 底辺と高さ

は，ものさしで測って求める．その

値は多分きっちりした数値ではなく，
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図２．三角形に分割 
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図３．平行な補助線 

小数点を含んだ値になるだろうが，小数点の含んだ掛け算，たし算はできるか

ら，これができれば小学生にとっては合格である． 

最も単純なこの方法は実際の土地の測

量には三角測量として現在でも使われて

いる．しかし，これでは簡単すぎる．も

う少し上級生になると次のような求め方

をするかも知れない．中学生になるとグ

ラフ用紙を使った問題が増えてきて直交

座標についての知識がついてくるから，

図３に示すように x軸， y軸に沿って補

助線を引くだろう．この図から一見して

分るように，多角形の面積は，一番

外の長方形の面積から８個の三角形

と，４個の長方形の面積を引くこと

によって求めることができる．この

方法では，ものさしで長さを測る必

要はなく頂点の座標から簡単に求め

られる． 

    

２２２２．．．．ヘロンヘロンヘロンヘロンのののの公式公式公式公式    

 以上の方法には任意の多角形の「任意の」に対する一般性の考えが入ってい

ない．図形に合わせてその都度，補助線を引いてみる必要がある．そこで計算

のアルゴリズムに一般性をもたせてみよう．頂点 1P を始点にして，頂点 3P から

頂点 7P まで次々と補助線を引き，６個の三角形に分割する（図 4）． 

 一般に，凸 n角形は 2−n 個の三角形に分割される．さて，三角形の面積を求

めるにはへロンの公式というのがあった．ヘロンの公式は現在では高校数学の

指導要領からはずされているが非常に有力な公式である．つまり，三角形の３
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図４．分割の一般化 
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図５．各頂点から垂線を下ろす 

 

辺の長さを cba ,, とすると，面積 S

は， 

 ))()(( csbsassS −−−=      

（1） 

  (ただし )(
2

1
cbas ++= )   

となる．辺の長さは，ものさしで測

ったりせずに，ビタゴラスの定理を

使って求める．各点の座標が示され

ているから，頂点 ),( iii yxP と頂点

),( jjj yxP との距離 jiPP は， 

 
22 )()( jijiji yyxxPP −+−=    （2） 

となる．この方法は， n多角形に対して一般性をもたせる点で有力である．図

をいちいち描いてみる必要がない．ただし複雑な図形については成り立たない

こと，また計算に根号が出てきて筆算するには少々やっかいである． 

    

３３３３．．．．台形公式台形公式台形公式台形公式をををを応用応用応用応用    

 いままで３つの方法について説明したが，もっと簡単に速くて正確に求める

方法はないのだろうか．これから説明する方法は高校までの数学では習わない

が，台形公式を応用したちょっとエ

レガントな解法である．この方法に

よると頂点の数が増えても凹多角形

であろうとたちどころに計算できる

のである． 

 原理は簡単である．各頂点から x

軸 に 垂 線 を 下 ろ し ， そ の 足 を

81 ,, HH L とする（図５）．となりあ

わせる頂点と垂線で台形ができる．
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図６．正の面積 
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図７．負の面積 

たとえば，頂点 21 , PP と垂線

21 ,HH とでは，上底 11HP ，

下底 22HP ，高さ 21HH とする

台形 2211 HPHP ができる．こ

れらの台形は横向きになって

いて，全部で８個ある．つま

り頂点の数だけ台形ができる． 

頂点 1P から頂点 5P までと，

頂点 5P から頂点 1P までを分

けて図示する（図６，図７）．

それぞれの台形の面積は，

｢（上底＋下底）×高さ÷２｣

で求められる． 

面積 1S ～ 8S を座標値で表

わしてみよう．図６について

の面積 1S ～ 4S は次の通りで

ある． 

2)()(

2)()(

2)()(

2)()(

54544

43433
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21211

÷−×+=

÷−×+=

÷−×+=
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xxyyS

xxyyS

xxyyS

xxyyS

   (3) 

図７についての面積 5S ～ 8S は次の通りである． 

2)()(

2)()(

2)()(

2)()(
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÷−×+=

÷−×+=
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   (4) 

図６と図７からわかるように，多角形の面積 Sは， 

 )()( 87654321 SSSSSSSSS +++−+++=  (5)  

で求められる．また，図６は正の面積，図７は負の面積として符号に注意する
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と，多角形の面積 Sはつぎのように整理できる． 

)})(())((

))(())((

))(())((

))(())({(
2

1

18188787

76766565

54544343

32322121

xxyyxxyy

xxyyxxyy
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 この式で，右辺の各項がすべて和の形で表わせるのは高さが符号つきで表わ

せるからだ．つまり， 1S から 4S までは高さが正で， 5S から 8S までは高さが負

になり，面積もそれぞれ正，負となる． 

 一般に， n多角形の面積は， 

)})(())(())({(
2

1
1132322121 xxyyxxyyxxyyS nn −+++−++−+= L   (7) 

となる．変数の添え字が循環的になっているため，面積を求めるプラグラムが

簡単になる．Visual Basic または C 言語ではどのようになるか各自確かめてみ

ること． 

 高校数学の教科書で積分に次の説明がある．２つの曲線 )(xfy = と )(xgy =

で囲まれる面積は 

 dxxgxfS
b

a∫ −= )}()({        (8) 

で求まる．多角形の面積を求める場合は，これを 

∫∫ −=
b

a

b

a
dxxgdxxfS )()(      (8)’ 

と分解して，各々の積分を台形公式で求めたことに対応している． 

 

４４４４．．．．地図地図地図地図のののの面積面積面積面積    

 地図の面積は，多角形の面積を求めるほど単純ではない．地形が折れ線で表

わせることはなく曲線で複雑である．折れ線の頂点の数を増やして曲線に近づ

けるという方法もあるが現実的でない．よく用いられる方法としては，地図に

方眼紙を重ね合わせて，方眼の数を数えて求める方法がある．また，均一な材

質の紙で地形を切りとり，その重さを天びんで測って面積を求める方法もある． 
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図８.小車輪の回転数を読み取る． 
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図９. 棹 ABが通過する面積を差し引く 

 

しかし，ここではもっと便利な方

法について紹介しよう．それは，プ

ラニメーターという面積を測る機器

についてである．この測定器は，今

でも設計事務所ではよく使われてい

る．プラニメーターは，1856 年スイ

ス人アムスラーによって考案された

もので，その仕組みには完全な数学

上の裏づけがある． 

 プラニメーターの基本的な構成を

図８に示そう． B点で自由に回転で

きるように棹（さお）BAと棹 BOが

とりつけられてある．測りたい面積の閉曲線を Γとするとき，その曲線の外に

定点Oを固定する．そして，測点 Aを Γに沿って，時計まわりに一周したとき，

B にとりつけられた小車輪の回

転数を読みとり，棹の長さ ABを

掛けあわせれば面積が求まるので

ある．求めたい閉曲線上を一周す

れば面積が求まるというのは一種

のマジックのようでもあり，多角

形の面積を求めた台形公式に似て

いる．  

また， A点が Γを一周するとき，

棹 ABが通過する面積を差し引き

すれば求まることになる模式図を

図９に示しておく． 

 

５５５５．．．．プラニメータープラニメータープラニメータープラニメーターのののの原理原理原理原理    

 この測定器は少し面白いので．その原理について簡単に触れておこう．測点
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図 10 

Aが 'A まで動くとき小車輪 Bは 'B まで動くとする．一般に， 'AA の移動は，平

行移動 "AA と回転移動 '"AA に分けられる．棹 ABの長さを l，平行移動量を ds，

回転移動量を θd とすれば，棹 ABの移動によって覆われる面積 dAは， 

 2/2 θdlldsdA +=                 (9) 

となる． Bにとりつけた小車輪の回転量を dnとすれば， 

 dsdn =                           (10) 

となり，（10）を（9）に代入して 

 2/2 θdlldndA +=                 (9)’  

となる． 

ここで，(10)式について，少し説明を加えておこう．図 10 に示したのは，

ABO∠ と小車輪の関係である．小車輪の回転する方向が，棹 ABの進む方向と

なす角度をα とすれば，回転量 dnは 

 αcos'BBdn =                     (11) 

の関係がある．すなわち，図 10(1)の場合は °= 0α であるから小車輪は完全に

回転し，同図（3）の場合は °= 90α であるから小車輪はまったく回転しない．

同図（2）の場合は

（1）と（3）の中

間の場合で，小車

輪はすべりながら

回転する．すなわ

ち αcos 分だけ回

転する． 

 さて，面積は閉

曲線一周分につい

て で あ る か ら ，

(9)’式を積分して，  

 

nl

d
l

ldndAS

×=

+== ∫∫∫ θ
2

2

        (12) 
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となる．nは全体を通じての回転数である．また，回転移動 θd に関する積分は

一周でゼロになるから 

0=∫ θd                         (13) 

で，第 2 項は消えることになる．このようにして小車輪の回転数は面積に比例

していることになる． 

プラニメーターは面白い器具だが，購入するとなると数万円する．私は機構

を調べるのが目的であるので，インターネットのオークションで中古のプラニ

メーターを入手した．図 11 に示したのは極式(polar)とよばれるもので図８で

示したように動く．固定点Oは地図の外においておく．そして観測点 Aを琵琶

湖に沿って時計回りに一周させ，棹 ABに取り付けられた小車輪の回転数 nを

読み取り，棹の長さ lを掛け合わせ，地図の縮尺などを考慮すると面積が求め

られる．琵琶湖の面積は意外と正確に求まった． 

 これ以外に直進式(linear)というのがある．図 12 がそれで、固定点がなくプ

ラニメーターは地図上を移動しながら面積を測っていく．観測点はレンズにな

っていて上から覗け，棹には小車輪が取り付けてある．棹の末端には左右の動

輪がついていて，ある幅の領域を前後にだけ移動するようになっている．現在

はこの方式がよく使われている．プラニメーターには方式の違うものが他にも

あり、どれも数学の原理が応用されている． 

   

図 11. 極式プラニメーター       図 12. 直進式プラニメーター 


